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ABSTRACT. We defined an enhanced adjoint action of the general linear group on a
direct sum of adjoint representation and a several copy of defining representations and
its duals. We studied the structure of the quotient space and invariant rings. As a
consequence, we can determine regular semisimple orbits (i.e., closed orbits of maximal
dimension) and discuss some properties of enhanced nilpotent variety, in particular, its
irreducible components, resolution of singularities and their dimensions.
INTRODUCTION
G を複素数体 \mathbb{C} 上の簡約代数群とし, \mathfrak{g} をそのリー環とする. G は \mathfrak{g} に随伴作用で働
くが,この作用の幾何学的な性質については,代数幾何学,不変式論,シンプレクティツ
ク幾何などの観点からさまざまな研究がなされてきた.
たとえば, \mathfrak{g} 上の多項式環 \mathbb{C}[\mathfrak{g}] を考えたとき,その不変式環 \mathbb{C}[\mathfrak{g}]^{G} は多項式環になり,
r= rankG 個の代数的独立な生成元 f_{1} , . . . f_{r} を持つ.この不変式環の生成元を用いて,
随伴商の写像が具体的に
 $\pi$ : \mathfrak{g} \rightarrow \mathbb{C}^{r}\simeq \mathfrak{g}//\mathrm{A}\mathrm{d}G
 $\iota$ v (v
x— (f_{i} (x)) \'{i}=1
と与えられる.この商写像について,次の事実が成り立つ1.
定理0.1. (1) 任意の v \in \mathbb{C}^{r} に対して,そのファイバー $\pi$^{-1}(v) はただ一つの閉軌道
\mathcal{O}(v) を含む. \mathcal{O}(v) は半単純元 h\in \mathfrak{g}_{\mathrm{s}\mathrm{s}} を通る軌道であって, \mathcal{O}(v)=G\cdot h と書ける.こ
2010 Mathematics Subject Classification. Primary 14\mathrm{L}30 ; Secondary 15\mathrm{A}72,  14\mathrm{D}25.\cdot
Key words and phrases. enhanced nilpotent cone, exotic nilpotent cone, adjoint quotient, classical
invariant theory.
K. N. is partially supported by JSPS KAKENHI Grant Number \# 16\mathrm{K}05070.








{半単純軌道 \subset \mathfrak{g}} = {閉軌道 \subset \mathfrak{g}} - \mathbb{C}^{r}
G\cdot h (h\in \mathfrak{g}_{\mathrm{s}\mathrm{s}})\{v - \mathcal{O}(v)(v (\rfloor)v
(2) 零ファイバー $\pi$^{-1}(0) は \mathfrak{g} の幕零元の全体がなす多様体 (罧零多様体) に一致する.
つまり
\mathfrak{N}(\mathfrak{g})=$\pi$^{-1}(0)=\{x\in \mathfrak{g}|f_{i}(x)=0(1\leq i\leq r)\}
であって,不変イデアル J=(f_{1}, \ldots, f_{f}) は素イデアルである.また,幕零軌道肌 (\mathfrak{g})/\mathrm{A}\mathrm{d}G
は有限個であり,ルート系を用いて分類できる2.
(3) 一般の v \in \mathbb{C}^{r} に対して, \mathcal{O}(v) = G\cdot h (h \in \mathfrak{g}_{ $\varepsilon$ \mathrm{s}}) をファイバー $\pi$^{-1}(v) に含まれ
るただ一つの閉軌道, \mathfrak{g}_{h}=$\delta$_{\mathfrak{g}}(h) , Gh = ZG(ん) をそれぞれ中心化環,中心化群とすると,
$\pi$^{-1}(v)/\mathrm{A}\mathrm{d}G\simeq \mathfrak{N}(\mathfrak{g}_{h})/\mathrm{A}\mathrm{d}G_{h} が成り立つ3. したがって,各ファイバー $\pi$^{-1}(v) は有限
個の随伴軌道からなり,そのうち開かつ稠密なものを \mathcal{O}^{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}(v) と書く と, \dim \mathcal{O}^{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}}(v)=
\dim G- rankG である.特に,ファイバーはすべて既約,その次元はすべて等しい.
(4) 一般の随伴軌道 \mathcal{O}_{x}=G\cdot x(x\in \mathfrak{g}) に対して,  $\pi$(\mathcal{O}_{x})=v とおく.このとき (3) の
記号の下に,ある幕零軌道 \tilde{\mathcal{O}}\in \mathfrak{R}(\mathfrak{g}_{h})/\mathrm{A}\mathrm{d}G_{h} が存在して,軌道 \mathcal{O}_{x} は G/G_{h}\simeq \mathcal{O}(v) 上
の主ファイバー束に分解する.













Carter による distinguished な放物型部分環を用いた分類,さらに, \mathfrak{g} が古典型の時には, \backslash ^{\backslash }\nearrow^{ $\phi$} ョルダン標準
















以下, G=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathbb{C}) を一般線型群, \mathfrak{g}=\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}(\mathbb{C}) をそのリー環とし, V=\mathbb{C}^{n} とおく.必
要に応じて, G=\mathrm{G}\mathrm{L}(V),\mathfrak{g}=\mathfrak{g}1(V) などと書いたりする.
さて, G の随伴表現 (Ad, \mathfrak{g}) を一般化して,拡張随伴表現 (enhanced adjoint represen‐
tation/action) を次のように定義しよう. p, q\geq 1 に対して,
W=\mathrm{M}_{n}\oplus \mathrm{M}_{n,p}\oplus \mathrm{M}_{q,n}\ni(A, B, C)
g\cdot(A, B, C)=(gAg^{-1},gB, Cg^{-1}) (g\in G) .
これは自然表現 V とその双対表現 V^{*} を用いると,
W\simeq V^{\oplus p}\oplus(V\otimes V^{*})\oplus(V^{*})^{\oplus q}=V^{\oplus p}\oplus \mathfrak{g}\mathfrak{l}(V)\oplus(V^{*})^{\oplus q}
と書くこともできる.このように書いてみると, W は随伴表現の一般化と言うだけでな
\langle , Weyl の不変式論 [Wey39] の設定である GL(V) の  V^{\oplus p}\oplus(V^{*})^{\oplus q} への作用の一般化
になっていることが了解されるだろう.4
まず,この拡張随伴作用に関する不変式の構成から話を始めよう.それには Le Bruyn‐
Procesi の結果を用いることができる [LBP90, § 3, Theorem 1] ([LBP87], [Ito13] も参照
のこと). 彼らの結果は簸 (quiver) の表現とその不変式に関するもので,非常に一般的か
つ強力である.
Q を簸とし, Q_{0} を頂点集合, Q_{1} を辺の集合,辺 e\in Q_{1} に対して, h(e)\in Q_{0} によっ
て始点 (head), t(e) \in Q_{0} によって終点 (tail) を表す.  $\alpha$ :  Q_{0}\rightarrow \mathbb{Z}_{\geq 0} を次元ベクトルと
し,頂点 k\in Q_{0} ごとに有限次元ベクトル空間琢 =\mathbb{C}^{ $\alpha$(k)} を対応させる.つまり,その
次元を集めたものが次元ベクトルである.簾の表現を R(Q,  $\alpha$)=\oplus_{\mathrm{e}\in Q_{1}}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(V_{h(e)}, V_{\mathrm{t}(e)})
と書く と,この表現空間には \displaystyle \mathrm{G}\mathrm{L}( $\alpha$)=\prod_{k\in Q_{0}}\mathrm{G}\mathrm{L}(V_{k}) が自然に作用している.






さて, f\in R(Q,  $\alpha$) と簸のノレープ L= ( e_{1} , e2, . . ., e_{m} ) に対して,表現 f の L に沿った
合成
f(L):=f_{e_{m}}\mathrm{o} .. . \mathrm{o}f_{e2}\mathrm{o}f_{e1} \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V_{h(\mathrm{e}1)})
を考えると,このトレース trace f(L) は f \in  R(Q,  $\alpha$) の多項式と考えると,明らかに
\mathrm{G}\mathrm{L}( $\alpha$) 不変であるが,実は次の定理が成り立つ.
定理1.1 ([LBP90, Theorem 1 不変式環 \mathbb{C}[R(Q,  $\alpha$)]^{\mathrm{G}\mathrm{L}( $\alpha$)} は簸 Q におけるループのト
レース




しばらくの間,随伴表現 \mathfrak{g} 【 (V)^{\oplus r} の拡張を考えることにしよう.
まず,簸 Q としては,頂点集合が Q_{0}=\{1 , 2 \} であって,辺が
Q_{1}=\{a_{i}|1\leq i\leq r\}\cup\{b_{i}|1\leq i\leq p\}\cup\{c_{\mathrm{i}}|1\leq i\leq q\},
であるものを考える.ここで, a_{i}(1\leq i\leq r) は1から出て1に戻る r 本のノレーズ つまり
h(a_{i})=t(a_{i})=1 となるもので, b_{i}(1\leq i\leq p) は2から1へ向かう p 本の辺 (h(b_{i})=2,




また,次元ベクトルを  $\alpha$=( $\alpha$(1),  $\alpha$(2))=(n, 1) と選ぶ.つまり, V_{1}=\mathbb{C}^{n}, V_{2}=\mathbb{C} で,
\mathrm{G}\mathrm{L}( $\alpha$)=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{1}=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}\times \mathbb{C}^{\mathrm{x}} である.すると (V=V_{1}=\mathbb{C}^{n} とおいて)
W=W(p, q;r) :=V^{\oplus p}\oplus(V\otimes V^{*})^{\oplus r}\oplus(V^{*})^{\oplus q}
=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathbb{C}, V)^{\oplus p}\oplus \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(V, V)^{\oplus r}\oplus \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(V, \mathbb{C})^{\oplus q}=R(Q,  $\alpha$)
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生成元を具体的に書くために,すこし記号を準備する.そこで,もう一度W=W(p, q;r)
をベクトルと行列を用いて書き直しておく と
W=(\mathbb{C}^{n})^{\oplus p}\oplus(\mathbb{C}^{*n})^{\oplus q}\oplus(\mathrm{M}_{n})^{\oplus r}=\mathrm{M}_{n,p}\oplus \mathrm{M}_{\mathrm{q},n}\oplus \mathrm{M}_{n}^{r}
であって, g\in G=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathbb{C}) の作用は (B, C, (A_{\mathrm{i}}, \ldots, A_{r}))\in \mathrm{M}_{n,p}\oplus \mathrm{M}_{q,n}\oplus \mathrm{M}_{n}^{r} に対して,
g . (B, C, (Al, \cdots ,  A_{r}) ) =(gB, Cg^{-1}, (\mathrm{A}\mathrm{d}(g)A_{i})_{i=1}^{r}) .
で与えられる.もちろん \mathrm{A}\mathrm{d}(g)A=9^{Ag^{-1}} である.
多重指数 I= (i_{1}, i2, \cdots, i_{\ell}) (1\leq i_{k}\leq r) に対して, A_{I}=A_{i_{1}}A_{i_{2}}\cdots A_{i_{\ell}} (\ell 個の行列の
積) とおく. [r]=\{1, 2, . . . , r\} と書いておくと,多重指数全体の集合は [r]^{p} である.以上
の記号の元に,
$\tau$_{I} :=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(A_{I}) (I\in[r]^{\ell}) ,
$\gamma$_{i,j}^{K} :=(CA_{K}B)_{i,j} (K\in[r]^{\ell}, 1\leq i\leq q, 1\leq j\leq p)
とおく.ここで, \ell = 0 も許すことにするが,このときは, [r]^{0} = \{\emptyset\} であり, A_{\emptyset} = 1_{n}
(単位行列) と規約する.
定理1.2. 不変式環 \mathbb{C}[W]^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}} は \{$\tau$_{I}, $\gamma$_{i}^{K_{j}} |I, K\in [r]^{p}(\ell\geq 0), i\in [q],j\in [p]\} によって代
数として生成される.つまり,
\mathbb{C}[W]^{G}=\mathbb{C}[$\tau$_{I}, $\gamma$_{i,j}^{K}|I, K\in[r]^{\ell}(\ell\geq 0), i\in[q],j\in\lceil p]].
が成り立つ.
これは不変式環の第一基本定理 (FFT) にあたるが,生成元の間の関係式を記述する第






$\tau$_{k}:=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(A^{k}) (1\leq k\leq n) , (2.1)
$\gamma$_{i}^{\ell_{j}},:=(CA^{\ell}B)_{i,j} (0\leq\ell\leq n-1, 1\leq i\leq q, 1\leq j\leq p) . (2.2)




と書く.Cayley‐Hamilton の公式によって, $\tau$_{k} や鳩における A の n 次以上の罧は必要
がないことに注意しよう.これらの不変式を用いて,アフイン商写像 $\pi$_{W} を
$\pi$_{W} : W \mathbb{C}^{n}\oplus(\mathrm{M}_{q,\mathrm{p}})れ
(A, B, C) \mapsto (($\tau$_{k})_{k=1}^{n};(($\gamma$_{i,j}^{p})_{i,j})_{l=0}^{n-1})=(($\tau$_{k})_{k=1}^{n};(CA' B)_{\ell=0}^{n-1}) (2.3)
と定義する. $\Gamma$^{(\ell)} := CApB = (鳩)如 は第 (i,j) 成分が礪j であるような q\times p 行列を表
している.
これらの不変式は \mathbb{C}[W]^{G} の生成元であるから,商写像の一般論より,像 {\rm Im}$\pi$_{W}\simeq W//G
は \mathbb{C}^{n}\oplus(\mathrm{M}_{q,p})^{n} の閉部分多様体になっており, $\pi$_{W} : W\rightarrow{\rm Im}$\pi$_{W} は圏論的商である (た
とえば,[太西15, 定理4.12] 参照).
さて,階数が r の行列式多様体 (determinantal variety) を \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{r}(\mathrm{M}_{q,p}) :=\{z\in \mathrm{M}_{q,p} |
rank z\leq r} で定義すると,明らかに {\rm Im}$\pi$_{W} は \mathbb{C}^{n}\times \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{m}(\mathrm{M}_{q,p})^{n} (m=\displaystyle \min\{p, q, n\}) の
閉部分多様体である.
定理2.1. 上の設定の元に, m = \displaystyle \min\{p, q, n\} とおく と,商写像の像 {\rm Im}$\pi$_{W} \subset \mathbb{C}^{n} \times
\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{m}(\mathrm{M}_{q,p})^{n} は,圏論的商 W//G={\rm Spec}(\mathbb{C}[W]^{G}) に同型である.
さらに,支配射(dominant map)
 $\Psi$ : \mathbb{C}^{n}\times(\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{1}(\mathrm{M}_{q,p}))^{n}\rightarrow{\rm Im}$\pi$_{W}
が存在して,  $\Psi$ は, \mathbb{C}^{n}\times(\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{1}(\mathrm{M}_{q,p}))^{n} のある開かつ稠密な部分多様体から {\rm Im}$\pi$_{W} の開
集合への,対称群 S_{n} の対角的な作用による商写像になる.とくに,
\dim W//G= dim Im $\pi$_{W}=n(p+q)
であって, $\pi$_{W} の一般ファイバーの次元は n^{2} である.
この定理の主張  W//G--*\sim (\mathbb{C}^{n}\times(\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{1}(\mathrm{M}_{q,p}))^{n})/S_{n} (双有理同型) の部分は,ミスプリ
ではなく, \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{1} でよい.
支配的写像  $\Psi$ を定義しておこう.  t =(t\mathrm{l}, . . . , t_{n})\in \mathbb{C}^{n} に対して, P_{k}(t) := \displaystyle \sum_{i=1}^{n}t_{i}^{k}
を罧和とし,さらに X = (X^{(1)}, \ldots,X^{(n)}) \in (\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{\mathrm{i}}(\mathrm{M}_{\mathrm{q},p}))^{n} に対して, V_{k}(t, X) :=
\displaystyle \sum_{i=1}^{n}t_{i}^{k}X^{(i)}\in \mathrm{M}_{q,\mathrm{p}} とおく.このとき, V_{k}(t,X)\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{m}(\mathrm{M}_{q,p}) が分かるので,  $\Psi$ を
 $\Psi$(t, X)=(P_{1}(t), \ldots, P_{n}(t);V_{0}(t,X), \ldots, V_{n-1}(t, X))\in \mathbb{C}^{n}\times (\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{m}(\mathrm{M}_{q,p}))^{n}
と決める.この写像が S_{n} の対角的な成分の入れ替えによって不変であることは明らかで
あるが, {\rm Im} $\Psi$\subset{\rm Im}$\pi$_{W} であることが示される.より詳しくは原論文 [NO17] を参照して
欲しい.
さて,一般の p_{)}q ではなく, p=q=1 の時には商 W//G は大変 「よい」 ことが示さ
れる.それをまとめておこう.
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定理2.2. 上の設定の元に, p=q=1 とする.このとき,生成元 \{$\tau$_{k}|1\leq k\leq n\}\cup\{$\gamma$_{i,j}^{\ell} |
0\leq\ell\leq n-1, 1\leq i\leq q, 1\leq j\leq p\} は代数的に独立であり,不変式環 \mathbb{C}[W]^{G} は多項式
環である.したがって,商写像 $\pi$_{W} は全射であって,
W//G\simeq{\rm Im}$\pi$_{W}=\mathbb{C}^{n}\oplus(\mathrm{M}_{q,p})^{\oplus n}
はアフィン空間に同型である.つまり,商写像 $\pi$_{W} は余正則 (coregular) である.
また,商写像のファイバー $\pi$_{W}^{-1}(v) はすべて等次元で, \dim$\pi$_{W}^{-1}(v)=n^{2} である.ファイ
バーは既約とは限らないが,一般ファイバーはただ一つの閉 G 軌道で, G と同型である.
不変式環 \mathbb{C}[W]^{G} は多項式環であるが, G が単純の時,このような作用はすべて分類さ
れている ([\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}78]) . しかし,この定理の G=\mathrm{G}\mathrm{L}(V) は簡約ではあるが,単純ではない
ので,[Sch78] の分類表には現れない.また, \mathrm{G}\mathrm{L}(V) の代わりに G'=\mathrm{S}\mathrm{L}(V) を考えると






\end{array}\right) , D_{2}(v, A, u)=\det(v, Av, . . . , A^{n-\mathrm{I}}v)
とおく とこれらは明らかに G' の不変式であるが,不変式の間に代数的な関係式





を考え,その商を $\pi$_{W} : W\rightarrow W//G とする.
商多様体 W//G の各点は W の閉軌道と (集合論的に) 一対一に対応している.もっと




一方.このような閉軌道と対極にあるのが幕零軌道である. w\in W が幕零元であるとは,
w を通る G 軌道 0(w) の閉包が 0 を含むときに言い,幕零軌道の全体肌(W) を拡張幕零
多様体 (enhanced nilpotent variety) と呼ぶ.寡零軌道の一般論から, \Re(W)=$\pi$_{W}^{-1}($\pi$_{W}(0))










3.1. Hilbert‐Mumford の基準を用いた幕零錐の記述.この小節では [KW06] に基づい
て,幕零錐とその既約成分について述べる.また,[Pop03] も参照して欲しい.
そこで,前節までの記号は忘れて,一般的な状況を考えよう. G を複素数体 \mathbb{C} 上の連
結な簡約代数群とし,ベクトル空間 V に線型に作用しているとする.つまり V は G の
有限次元表現である.この作用に関する圏論的商を  $\pi$ :  V\rightarrow V//G={\rm Spec} \mathbb{C}[V]^{G} と書き,
\mathcal{N}_{V}:=$\pi$^{-1}( $\pi$(0))=\{v\in V|f(v)=0 (f\in \mathbb{C}[V]_{+}^{G})\}=\{v\in V|\overline{Gv}\ni 0\}
を幕零錐とする.ここで, \mathrm{q}V]_{+}=\{f\in \mathbb{C}[V] |f(0)=0\} は定数項のない多項式全体を
表している.
任意の一径数部分群 (1‐PSG)  $\lambda$ : \mathbb{C}^{\mathrm{x}}\rightarrow G , に対して6,
V( $\lambda$):=\{v\in V|\mathrm{h}\mathrm{m}_{t\rightarrow 0} $\lambda$(t)v=0 (極限が存在して 0)\}
とおく.この一径数分群を用いて罧零元を特徴付けることができる.
補題3.1 (Hilbert‐Mumford の基準). v\in V に対して, v\in \mathcal{N}_{V} であることと,ある一径
数部分群  $\lambda$ が存在して,  v\in V( $\lambda$) となることは同値である.
さて, T\subset G を極大トーラスとして X^{*}(T) を T の指標群とする.また T の一径数部
分群  $\lambda$ : \mathbb{C}^{\mathrm{x}} \rightarrow T の集合を X_{*}(T) と書く.すると, ( $\lambda$,  $\gamma$) \in X_{*}(T) \times X^{*}(T) に対して,
 $\gamma$ 0 $\lambda$ : \mathbb{C}^{\mathrm{x}} \rightarrow \mathbb{C}^{\mathrm{x}} は代数群の自己準同型なので,  $\gamma$( $\lambda$(t))=t^{m}(t\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}}) となるような整数
m がただ一つ定まる.これを m=\langle $\lambda$,  $\gamma$\rangle のように表す.
 V のウェイト空間分解を
V=\oplus_{ $\gamma$\in X(T)}V_{ $\gamma$}, V_{ $\gamma$}:=\{v\in V|tv= $\gamma$(t)v (t\in T)\}
とすると,1‐PSG  $\lambda$ : \mathbb{C}^{\mathrm{x}} \rightarrow T\subset G に対して,
V( $\lambda$)=\oplus_{< $\lambda,\ \gamma$>>0}V_{ $\gamma$}
であることが容易にわかる. G の任意の1‐PSG は  $\lambda$ \in  X_{*}(T) と G 共役であるから,
Hilbert‐Mumford の基準 (補題3. 1) と合わせて考えると
\displaystyle \mathcal{N}_{V}=\bigcup_{ $\lambda$\in X_{*}(T)}G\cdot V( $\lambda$)
6紛らわしい用語ではあるが,一径数部分群とは代数群 \mathbb{C}^{\mathrm{x}} から G への準同型をさす.
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であることが分かる.この表示において V( $\lambda$)\neq 0 となるような V( $\lambda$) は有限個しかない
ので,罧零錐 \mathcal{N}_{V} の既約成分に寄与するのは,包含関係において極大な V( $\lambda$) のみであ
る.このような U=V( $\lambda$) を極大不安定部分空間と呼び,
\mathcal{X}_{U}:=\{ $\gamma$\in X^{*}(T)|V_{ $\gamma$}\subset U\}=\{ $\gamma$|\{ $\lambda$,  $\gamma$\rangle>0\}
をウェイ トの極大不安定集合と呼ぶ.Weyl 群 W_{G}(T) による共役を除いて得られたウェ
イ トの極大不安定集合の全体を \mathcal{X}_{1} , . . . , \mathcal{X}_{s} とし, U_{i}=\oplus_{ $\gamma$\in x_{:}}V_{ $\gamma$} (1\leq i\leq s) とおく. U_{i}
はその構成から極大不安定部分空間であり, U_{i}\subset \mathcal{N}_{V} を満たしている.
一般に,1‐PSG  $\lambda$ に対して
 P( $\lambda$) := {g\in G| the limit \displaystyle \lim_{t\rightarrow 0} Ad ( $\lambda$(t))g exists}
とおく と, P( $\lambda$) は放物型部分群であって ([Kem78]), V( $\lambda$) を安定にする.そこで U=
V( $\lambda$) を極大不安定部分空間とすると,その安定化部分群 \mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}_{G}(U) は P( $\lambda$) を含み,し
たがって,それ自身放物型部分群である.
この事実を踏まえた上で, P_{i} :=\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}_{G}(U_{i}) (1\leq i\leq s) とおく と, P_{i} は放物型部分群
であり,自然な射影 G\times P_{i}U_{i}\rightarrow C_{i}\subset \mathcal{N}_{V} による像C左 =G\cdot U_{i} は既約な閉部分多様体で
ある7. 以上から,罧零錐飾の既約成分を C_{1} , . . . , C_{s} の中から選ぶことができることが
わかる.これらの中には重複しているものもあるかもしれないが,必要なら順序を付け替
えることによって,幕零錐の既約分解
飾 =\displaystyle \bigcup_{k=1}^{r}C鳶 (3.1)
を得る.
3.2. 拡張幕零錐の既約成分.前節 § 3.1で得られた一般論を拡張随伴表現に適用してみよ
う.そこで G=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathbb{C}) とし, W=\mathrm{M}_{n,p}\oplus \mathrm{M}_{q,n}\oplus \mathrm{M}_{n} を拡張随伴表現とする. W のウェ
イト全体は,標準的な記号を用いると
 $\Lambda$=\mathrm{A}(\mathrm{W}) :=\{0\}\cup\triangle_{n}\cup\{\pm$\varepsilon$_{i}|1\leq i\leq n\}, $\Delta$_{n}=\{$\varepsilon$_{i}-$\varepsilon$_{j}|1\leq i\neq j\leq n\}
と書ける.ここで \triangle_{n} は \mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}(\mathbb{C}) のルート系 (A_{n-1} 型) であって,対角的なカルタン部分
環(極大トーラスのリー環) \mathrm{t} の双対空間における標準的な基底を \{$\varepsilon$_{i}\}_{i=1}^{n}\subset \mathrm{t}^{*} と書いた.
ルート  $\alpha$\in\triangle_{n} の重複度は1であるが,  $\alpha$=0 の重複度は n, $\varepsilon$_{i} の重複度は p, そして
-$\varepsilon$_{i} の重複度は q であることに注意しよう.標準的な正ルート系を $\Delta$_{n}^{+}=\{$\varepsilon$_{i}- $\varepsilon$ j |  1\leq
 i<j\leq n\}\subset\triangle_{n} と取ると,ウェイトの極大安定部分集合の Weyl 群作用による代表系は
次のように与えられる.
補題3.2. 0\leq k\leq n に対して, X_{k}:=$\Delta$_{n}^{+}\cup\{$\varepsilon$_{i}|1\leq i\leq k\}\cup\{-$\varepsilon$_{j}|k<j\leq n\} とおく





X鳶を補題で与えられたウェイトの極大不安定集合とし, U_{k}\subset W を対応する極大不安
定部分空間とする.つまり




\end{array}\right) ($\xi$_{1}\in \mathrm{M}_{k,p}) ,  $\eta$=(0, $\eta$_{2})($\eta$_{2}\in \mathrm{M}_{q,n-k})) v\in \mathfrak{n}^{+}\},
である.ただし, \mathfrak{n}^{+} は上半三角行列からなる極大べき零部分環 (Borel 部分代数の寡零根
基) を表す.この U_{k} の安定化部分群 P_{k}=\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}_{G}(U_{k}) は簡単な計算により Borel 部分群
B に一致することが確かめられる.そこで軌: G\times BU_{k}\rightarrow C_{k} 欧 \mathfrak{N}(W) を自然な射影と
すると, C_{k}=G . 砿は罧零錐 \mathfrak{R}(\mathrm{W}) の閉既約部分多様体である.
次の定理が罧零錐に関する主定理である.
定理3.3. \mathfrak{N}(W) を幕零錐, C_{k}=G . 砿欧 \mathfrak{R}(W) (0\leq k\leq n) とおく.
(1) C_{k} は罧零錐 \mathfrak{R}(W) の既約成分であって, $\psi$_{k} : G\times BU_{k}\rightarrow C_{k} は C_{k} の特異点解消,
その次元は \dim C_{k}=(n^{2}-n)+pk+q(n-k) で与えられる.
(2) 羅零錐は \displaystyle \mathfrak{N}(W)=\bigcup_{k=0}^{n}C_{k} と既約分解される.したがって,既約成分の個数は (n+1)
個で, p, q\geq 1 によらない.また, \displaystyle \dim \mathfrak{N}(W)=n^{2}-n+n\cdot\max\{p, q\} である.
(3) 幕零錐 \mathfrak{N}(\mathrm{W}) は p=q のとき,そのときにかぎり等次元多様体であって,そのと
き, \dim \mathfrak{R}(W)=n^{2}-n+pn である.
(4) p=q = 1 のとき, \dim \mathfrak{N}(W) =n^{2} であって,このとき,商写像の任意のファイ
バー $\pi$_{W}^{-1}(( $\tau$; $\Gamma$))(( $\tau$; $\Gamma$)\in{\rm Im}$\pi$_{W}) の次元は n^{2} である.
4. 課題と問題
最後に,拡張随伴軌道に関して,将来に向けた課題と問題を挙げておく.
問題4.1. (1) 霧零軌道肌(W)/G を分類せよ.あるいはもつと一般に,拡張随伴軌道
W/G を分類して,よいパラメータ付けを与えよ.
(2) 軌道の閉包関係やジョルダン分解,正則軌道 (次元が最大の軌道) の分類を与えよ.
(3) 閉軌道の交差コホモロジー,ボアンカレ多項式などを計算せよ.
REFERENCES
[CM93] David H. Couingwood and William M. McGovern, Nilpotent orbits in semisimple Lie algebras,
Van Nostrand Reinhold Mathematics Series, Van Nostrand Reinhold Co., New York, 1993.
[Ito13] Minoru Itoh, Cayley‐Hamilton type theorems and invariant theory, Proceedings of the Sympo‐
sium on Representation Theory (PSRT), 2013, in Japanese, pp. 16‐21.
[Kem78] George R. Kempf, Instability in invariant theory, Ann. of Math. (2) 108 (1978), no. 2, 299‐316.
[KW06] Hanspeter Kraft and Nolan R. Wallach, On the nullcone of representations of reductive groups,
Pacific J. Math. 224 (2006), no. 1, 119‐139.
[LBP87] Lieven Le Bruyn and Claudio Procesi, Étale local structure of matrix invariants and concomi‐
tants, Algebraic groups Utrecht 1986, Lecture Notes in Math., vol. 1271, Springer, Berlin, 1987,
pp. 143‐175.
156
Takuya Ohta & Kyo Nishiyama
[LBP90] —, Semisimple representations of quivers, Trans. Amer. Math. Soc. 317 (1990), no. 2,
585‐598.
[NO17] Kyo Nishiyama and Takuya Ohta, Enhanced adjoint action and their orbits for the general
linear group, arXiv preprint, arXiv: 1703.08641 (2017).
[Pop03] V. L. Popov, The cone of Hilbert null forms, Tt. Mat. Inst. Steklova 241 (2003), no. Teor.
Chisel, Algebra \mathrm{i} Algebr. Geom., 192‐209.
[Pro76] C. Procesi, The invariant theory of n\times n matrices, Advances in Math. 19 (1976), no. 3, 306‐381.
[\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}7\mathrm{S}] Gerald W. Schwarz, Representations of simple Lie groups with regular rings of invariants, In‐
vent. Math. 49 (1978), no. 2, 167‐191.
[Sch14) —, Lifting automorphisms of quotients of adjoint representations, J. Lie Theory 24 (2014),
no. 3, 625‐639.
[Wey39] Hermann Weyl, The Classical Groups. Their Invariants and Representations, Princeton Uni‐
versity Press, Princeton, N.J., 1939.
[太西15] 太田琢也 and 西山享,代数群と軌道,\grave{} 数学の杜,no. 3, 数学書房,2015.
[堀16] 堀田良之,線型代数群の基礎,朝倉数学大系 / 砂田利一,堀田良之,増田久弥編集,no. 12, 朝倉書
店,2016.
DEPERTMENT OF MATHEMATICS, TOKYO DENKI UNIVERSITY, SENJU -\mathrm{A}\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{H}\mathrm{I}‐CHO 5, ADACHI‐
\mathrm{K}\mathrm{U} ,ToKYo 120‐8551, JAPAN
E‐mail address: ohtaQcck. dendai. ac. jp
DEPARTMENT \mathrm{O} $\Gamma$ PHYSICS AND MATHEMATICS, AOYAMA GAKUIN UNIVERSITY, FUCHINOBE 5‐10‐
1, SAGAMIHARA 252‐5258, JAPAN
 E‐mail address: kyoQgem. aoyama. ac. jp
157
